
第15章 奇异值分解



1 奇异值分解的定义与性质



矩阵特征值与特征向量

矩阵代表线性变换。特征向量为变化的属性之一

线性动力学系统：𝒙𝒌+𝟏 = 𝑨𝒙𝒌(𝒌 = 𝟎，𝟏，𝟐，⋯ )，则𝒙𝒌 = 𝑨𝒏𝒙𝟎
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矩阵特征值与特征向量

➢特征值与特征向量𝑨为𝒏 × 𝒏矩阵，如果数𝝀和𝒏维非零向量𝒙使

𝑨𝒙 = 𝝀𝒙

➢则称 𝝀 是特征值， 𝒙 是对应于 𝝀 的特征向量

➢1) 矩阵与向量相乘𝑨𝒙是一种线性变换，把一个向量，变换成另一个向量

➢2) 矩阵𝑨的特征向量经过线性变换𝑨后方向与原方向保持一致

➢【重要应用：线性动力学系统】

➢线性动力学系统中𝒙𝒌+𝟏 = 𝑨𝒙𝒌(𝒌 = 𝟎，𝟏，𝟐，⋯ )，则𝒙𝒌 = 𝑨𝒏𝒙𝟎，计算𝑨𝒏
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对角矩阵

➢对角矩阵(diagonal matrix)，主对角线之外的元素皆为0

➢记作𝐌 = 𝐝𝐢𝐚𝐠 𝛌𝟏, 𝛌𝟐, ⋯ , 𝛌𝐧 =

𝛌𝟏

𝛌𝟐

⋱
𝛌𝐧

➢【用途】

➢𝐌𝒌比较容易计算

➢𝐌代表线性变换有明确的几何意义【缩放】
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对角化矩阵

➢𝐀为𝐧 × 𝐧矩阵，如果𝐀有𝐧个特征值𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝒏，对应特征向量𝑽𝟏, 𝑽𝟐, … , 𝑽𝒏，以特

征向量为列构造矩阵𝐏：𝐏 = 𝑽𝟏 𝑽𝟐 ⋯ 𝑽𝒏 ，则变换

𝐀𝐏 = 𝐀 𝑽𝟏 𝑽𝟐 ⋯ 𝑽𝒏 = [𝝀𝟏𝑽𝟏 𝝀𝟐𝑽𝟐 ⋯ 𝝀𝒏𝑽𝒏]

𝑷−𝟏𝑨𝑷 =
𝑽𝟏

−𝟏

⋮

𝑽𝒏
−𝟏

𝝀𝟏𝑽𝟏 ⋯ 𝝀𝒏𝑽𝒏 =

𝝀𝟏

𝝀𝟐

⋱
𝝀𝒏

𝑫 = 𝑷−𝟏𝐀𝐏 = 𝑷−𝟏𝐀 𝑽𝟏 𝑽𝟐 ⋯ 𝑽𝒏 = 𝒅𝒊𝒂𝒈 𝝀𝟏, 𝝀𝟐, ⋯ , 𝝀𝒏

➢𝑨的对角阵分解：𝐀 = 𝑷−𝟏𝑫𝑷

➢【相似变换】

➢把𝐀变成𝑷−𝟏𝐀𝐏的变换

➢若矩阵𝐀和𝐁相似，它们有相同的特征多项式和相同的特征值(和相同的重数)
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相似变换的几何意义

➢相似变换：𝐀 = 𝐏C𝐏−𝟏

➢【几何意义】相似矩阵为线性变换在不同坐标系下的不同的矩阵表达形式

➢𝐴可对角化

➢如果方阵𝐴相似于对角矩阵，即存在可逆矩阵𝑃和对角矩阵𝐷，使得𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1

➢从分解式𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1(其中𝐷是对角矩阵)，能够了解到有关矩阵𝐴的特征值和特征向量的信息。

➢【注】

➢此处的变换𝑃不一定是正交变换（旋转和镜像）



VCG 15 奇异值分解 2024/3/18 8

对角化矩阵

➢【定理】（列行展开)若𝐀是𝐦 × 𝐧矩阵，𝐁是𝐧 × 𝐩矩阵，则

𝐀𝐁 = 𝒄𝒐𝒍𝟏(𝐀) 𝒄𝒐𝒍𝟐(𝐀) ⋯ 𝒄𝒐𝒍𝒏(𝐀)

𝒓𝒐𝒘𝟏(𝐁)
𝒓𝒐𝒘𝟐(𝐁)

⋮
𝒓𝒐𝒘𝒏(𝐁)

= 𝒄𝒐𝒍𝟏(𝐀)𝒓𝒐𝒘𝟏(𝐁) + ⋯ + 𝒄𝒐𝒍𝒏(𝐀)𝒓𝒐𝒘𝒏(𝐁)

𝑨 = 𝑷−𝟏𝑴𝐏

➢【外积展开形式】两组向量做外积。信息叠加， 𝝀𝒊为权重，可用于代表信息

➢𝑨 = 𝝀𝟏𝒖𝟏𝒗𝟏
𝑻 + 𝝀𝟐𝒖𝟐𝒗𝟐

𝑻 + ⋯ + 𝝀𝒏𝒖𝒏𝒗𝒏
𝑻

➢ 𝒖𝒊 , 𝒗𝒊分别为𝑷−𝟏 和𝑷𝑻的列向量

➢当𝝀𝒊很小时可被忽略，则可用作数据压缩
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实对称矩阵的对角化

➢若 𝐴𝑇 = 𝐴 ，则称𝐴为对称矩阵

➢【Theorem】所有实对称矩阵都可分解为

𝐴 = 𝑄Λ𝑄−1 = 𝑄Λ𝑄𝑇 , 𝑄−1 = 𝑄𝑇

其中𝑄由𝐴的正交特征向量组成，𝐴的特征值均为实数。

➢【注】

➢正交矩阵可以看作是一种旋转或镜像变换，它将向量旋转或镜像到一个新的坐标系中。

➢正交矩阵在计算机图形学中用于进行坐标变换，或在物理学中用于表示刚体的旋转和运动。



奇异值分解



VCG 15 奇异值分解 2024/3/18 11

奇异值分解

➢【定义𝟏𝟓. 𝟏 (奇异值分解) 】指将非零的 𝑚 × 𝑛 实矩阵𝐴 ∈ 𝐑𝑚×𝑛进行矩阵的因子分解:

𝐴 = 𝑈Σ𝑉T，其中𝑈是𝑚阶正交矩阵，𝑉是𝑛阶正交矩阵，Σ 是由降序排列的非负的对角线

元素组成的𝑚 × 𝑛 对角矩阵

𝑈𝑈T = 𝐼
𝑉𝑉T = 𝐼

Σ = diag⁡ 𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑝

𝜎1 ⩾ 𝜎2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝑝 ⩾ 0

𝑝 = � (𝑚, 𝑛)

➢则

➢𝑈Σ𝑉T称为矩阵𝐴的奇异值分解(singular value decomposition, SVD)

➢𝜎𝑖称为矩阵𝐴的奇异值，𝑈的列向量称为左奇异向量，𝑉的列向量称为右奇异向量。

➢奇异值分解不要求矩阵A是方阵，可以看成方阵的对角化推广

➢【注】连续的变换等价于做一个复合变换（变换矩阵连乘代表的变换）。变换从右往左

定义与定理



奇异值分解的一种几何解释

将一组正交向量变换成另一组正向向量

奇异值分解为该变换的变形形式

𝐴𝑉 = 𝑈Σ，𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇
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奇异值分解的一种几何解释

➢对于任意的2 × 2矩阵，通过SVD可以将一个相互垂直的网格(orthogonal grid)变换

到另外一个相互垂直的网格。 【目的，要找到变换前后都正交的向量】

➢即，选择两个相互正交的单位向量𝑣1和𝑣2，使得向量𝐴𝑣1和𝐴𝑣2正交。

➢𝑢1和𝑢2分别表示𝐴𝑣1和𝐴𝑣2的单位向量，𝜎1 ∗ 𝑢1 = 𝐴𝑣1和𝜎2 ∗ 𝑢2 = 𝑀𝑣2，𝜎1和𝜎2表示

向量𝐴𝑣1和𝐴𝑣2的模，称作为矩阵𝐴的奇异值

奇异值分解的几何意义
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奇异值分解的一种几何解释

𝐴𝑣1 = 𝜎1𝑢1

𝐴𝑣2 = 𝜎2𝑢2
，𝐴线性变换，𝑣1和𝑣2是正交的单位向量，向量𝑥投影展开

𝑥 = 𝑣1 ⋅ 𝑥 𝑣1 + 𝑣2 ⋅ 𝑥 𝑣2

两边同乘以𝐴

𝐴𝑥 = 𝑣1 ⋅ 𝑥 𝐴𝑣1 + 𝑣2 ⋅ 𝑥 𝐴𝑣2

𝐴𝑥 = 𝑣1 ⋅ 𝑥 𝜎1𝑢1 + 𝑣2 ⋅ 𝑥 𝜎2𝑢𝟐

𝑣1 ⋅ 𝑥 = 𝑣1
T𝑥 ，上式变为

𝐴𝑥 = 𝑢1𝜎1𝑣1
T𝑥 + 𝑢2𝜎2𝑣2

T𝑥

𝐴 = 𝑢1𝜎1𝑣1
𝑇 + 𝑢2𝜎2𝑣2

T

上式实际上为矩阵𝑈Σ𝑉𝑇的外积展开形式，于是

𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇

其中，𝑈的列向量分别是𝑢1，𝑢2，Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜎1, 𝜎2 对角矩阵，V的列向量分别是𝑣1，𝑣2

奇异值分解的几何意义



奇异值分解的另一种解释：外积展开形式

𝐴 = 𝑈Σ𝑉T = 𝜎1𝑢1𝑣1
T + 𝜎2𝑢2𝑣2

T + ⋯ + 𝜎𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛
T

变换视角，把𝐴看作一系列变换组合而成

数据视角，把𝐴看作一系列（投影）分量组合而成
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奇异值分解的另一种解释：外积展开形式

矩阵乘法的外积展开形式

𝑈Σ = 𝜎1𝑢1 𝜎2𝑢2 ⋯ 𝜎𝑛𝑢𝑛

𝑉T =

𝑣1
T

𝑣2
T

⋮
𝑣𝑛

T

则

𝐴 = 𝑈Σ𝑉T = 𝜎1𝑢1𝑣1
T + 𝜎2𝑢2𝑣2

T + ⋯ + 𝜎𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛
T

➢ 【注】

➢ 变换视角，把𝐴看作一系列变换组合而成

➢ 数据视角，把𝐴看作一系列分量组合而成
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例15.1

给定一个5x4矩阵A

定义与定理
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矩阵的奇异值分解不唯一

如果选择U为

而Σ和V不变，那么𝑈Σ𝑉T也是A的一个奇异值分解

定义与定理
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奇异值分解基本定理

【定理15.1(奇异值分解基本定理)】 若A为� × n实矩阵, A ∈ Rm×n 则A的奇异值分解存在

𝐴 = 𝑈Σ𝑉T

其中U是�阶正交矩阵，V是n阶正交矩阵，Σ为� × n矩形对角矩阵，其对角线元素非负，且按降

序排列。

【证明】对给定的矩阵A，构造出其奇异值分解的各个矩阵。设𝑚 ⩾ 𝑛(𝑚 < 𝑛证明类似)

定义与定理
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奇异值分解基本定理 - 构造性证明

【关键：ATA 是对角矩阵】

(1) 确定V和Σ

首先，构造n阶正交实矩阵V和 � × n矩形对角实矩阵Σ

矩阵A是 � × n实矩阵，则矩阵ATA是n阶实对称矩阵。因而ATA的特征值都是实数，并且存在一

个n阶正交实矩阵V实现ATA的对角化，使得

ATA = VTΛV

因此VT(ATA)V = Λ ，其中Λ是n阶对角矩阵，其对角线元素由ATA的特征值组成。而且，ATA的特

征值都是非负的【令𝜆是ATA的一个特征值，𝑥是对应的特征向量，𝐴T𝐴𝑥 = λ𝑥，

|𝐴𝑥|2 = 𝐴𝑥 T 𝐴𝑥 = 𝑥T𝐴T𝐴𝑥 = 𝑥T(λ𝑥) = 𝑥Tλ𝑥 = λ|𝑥|2，于是λ =
|𝐴𝑥|2

|𝑥|2 ≥ 0 】

假设正交矩阵V的列，其排列使得对应的特征值形成降序排列

λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λn ≥ 0

特征值的平方根(即为矩阵A的奇异值)𝜎𝑗 = 𝜆𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛

定义与定理
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确定V和Σ

设矩阵A的秩是𝑟，𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟，则矩阵ATA的秩也是𝑟。ATA对称，秩等于正特征值个数，所以

λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λ𝑟 > 0, λ𝑟+1 = λ𝑟+2 = ⋯ = λ𝑛 = 0

对应地有 σ1 ≥ σ2 ≥ ⋯ ≥ σ𝑟 > 0, σ𝑟+1 = σ𝑟+2 = ⋯ = σ𝑛 = 0

令𝑉1 = [𝑣1 𝑣2 . . . 𝑣𝑟]，𝑉2 = [𝑣𝑟+1 𝑣𝑟+2 . . . 𝑣𝑛]，其中

𝑣1 . . . 𝑣𝑟为ATA的正特征值对应的特征向量， 𝑣r+1 . . . 𝑣𝑛为0特征值对应的特征向量

则𝑉 = [𝑉1𝑉2]为矩阵A的奇异值分解中的𝑛阶正交矩阵𝑉

Σ1 =

𝜎1

𝜎2

⋱
𝜎𝑟

则𝑟阶对角矩阵Σ1 = diag⁡ 𝜎1, 𝜎2, ⋯ , σ𝑟 ， � × n矩形对角矩阵Σ为

Σ =
Σ1 0
0 0

定义与定理
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关于𝑉2的性质

𝑉2的列向量是𝐴T𝐴对应于特征值为0的特征向量，因此

𝐴T𝐴𝑣𝑗 = 0, 𝑗 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛

于是，𝑉2的列向量构成了𝐴T𝐴的零空间𝑁 𝐴T𝐴 ，而𝑁 𝐴T𝐴 = 𝑁(𝐴)

【所以】：𝑉2的列向量构成𝐀的零空间的一组标准正交基

𝐴𝑉2 = 0

由于𝑉是正交矩阵，由𝑉 = [𝑉1𝑉2]可得

𝐼 = 𝑉𝑉T = 𝑉1𝑉1
T + 𝑉2𝑉2

T

𝐴 = 𝐴𝐼 = 𝐴𝑉1𝑉1
T + 𝐴𝑉2𝑉2

T = 𝐴𝑉1𝑉1
T

15.11
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确定U

(2) 确定U

接着构造m阶正交实矩阵,令

𝑢𝑗 =
1

σ𝑗
𝐴𝑣𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑟

U1 = [𝑢1 𝑢2  … 𝑢𝑟]

则有𝐴𝑉1 = 𝑈1Σ1

【形式上A = 𝑈Σ𝑉𝑇 ⟹ 𝑈 = 𝐴𝑉Σ−1，变换：右下-左下-左上=右下-右上】

𝑈1的列向量构成了一组标准正交集，维数为r【以下为证明】

𝑢𝑖
T𝑢𝑗 =

1

𝜎𝑖
𝑣𝑖

T𝐴T
1

𝜎𝑗
𝐴𝑣𝑗

=
1

𝜎𝑖𝜎𝑗
𝑣𝑖

T 𝐴T𝐴𝑣𝑗

=
𝜎𝑗

𝜎𝑖
𝑣𝑖

T𝑣𝑗

= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑟; 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑟
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确定𝑈2和𝑈

将𝐴看成是从𝐑𝑛到𝐑𝑚的线性变换，则A的列空间和A的值域𝑅 𝐴 是相同的。因此 𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑟也是

𝑅 𝐴 的一组标准正交基。

𝑅 𝐴 ⊥ 表示𝑅 𝐴 的正交补，则有𝑅 𝐴 的维数为𝑟, 𝑅 𝐴 ⊥ 的维数为m – r、

有𝑅 𝐴 ⊥ = 𝑁(𝐴𝑇)，

设𝑢r+1 𝑢r+2  … 𝑢𝑚 为𝑁(𝐴𝑇)的一组标准正交基【即𝑈2为𝐴𝑇𝑈2 = 0的解】，令

𝑈2 = [𝑢𝑟+1 𝑢𝑟+2  … 𝑢𝑚]

𝑈 = [𝑈1 𝑈2]

则𝑢1 𝑢2  … 𝑢𝑚构成了𝑅𝑚的一组标准正交基

因此，𝑈是m阶正交矩阵。为矩阵𝐴的奇异值分解中的𝑚阶正交矩阵。



紧/截断奇异值分解
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紧奇异值分解与截断奇异值分解

➢A = 𝑈Σ𝑉T又称为矩阵的完全奇异值分解(full singular value decomposition)

➢常用方式

➢紧奇异值分解，与原始矩阵等秩的奇异值分解

➢截断奇异值分解，比原始矩阵低秩的奇异值分解

紧奇异值分解与截断奇异值分解
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紧奇异值分解

定义15.2 � × n实矩阵𝐴 ，其秩为𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟, 𝑟 ≤ �in 𝑚, 𝑛  ，则称𝑈𝑟Σ𝑟𝑉𝑟
T为𝐴的紧奇异值分解

(compact singular value decomposition)，即

A = 𝑈𝑟Σ𝑟𝑉𝑟
T

𝑈𝑟：� × r 矩阵， U的前r列

𝑉𝑟：n × r 矩阵， V的前r列

Σ𝑟：r阶对角矩阵， Σ的前r个对角线元素，且秩相等

【注意】

紧的意思是，对焦矩阵信息表达效率最高，没有全为0的行/列

紧奇异值分解与截断奇异值分解
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例15.2

矩阵A的秩r = 3

紧奇异值分解与截断奇异值分解
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截断奇异值分解

➢在矩阵的奇异值分解中，取最大的k个奇异值(k<r, r为矩阵的秩)对应的部分，得到矩

阵的截断奇异值分解

➢实际应用中，提到矩阵的奇异值分解，通常指截断奇异值分解

紧奇异值分解与截断奇异值分解
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截断奇异值分解

（定义𝟏𝟓. 𝟑）设𝐴为𝑚 × 𝑛实矩阵, 其秩rank⁡(𝐴) = 𝑟, 且 0 < 𝑘 < 𝑟, 则称 𝑈𝑘Σ𝑘𝑉𝑘
T 为矩阵 𝐴 的截

断奇异值分解 ( truncated singular value decomposition )

𝐴 ≈ 𝑈𝑘Σ𝑘𝑉𝑘
T

其中𝑈𝑘是𝑚 × 𝑘矩阵, 𝑉𝑘是𝑛 × 𝑘矩阵, Σ𝑘是𝑘阶对角矩阵; 矩阵𝑈𝑘由完全奇异值分解中𝑈的前𝑘列、

矩阵𝑉𝑘由𝑉的前𝑘列、矩阵Σ𝑘由Σ的前𝑘个对角线元素得到。对角矩阵Σ𝑘的秩比原始矩阵 𝐴 的秩低。

紧奇异值分解与截断奇异值分解
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例

例 𝟏𝟓. 𝟑 矩阵𝐴 =

1 0 0 0
0 0 0 4
0 3 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0

的秩为 3 , 若取 𝑘 = 2 则其截断奇异值分解是𝐴 ≈ 𝐴2 = 𝑈2Σ2𝑉2
T

其中

𝑈2 =

0 0
1 0
0 1
0 0
0 0

,  Σ2 =
4 0
0 3

, 𝑉2
T =

0 0 0 1
0 1 0 0

𝐴2 = 𝑈2Σ2𝑉2
T =

0 0 0 0
0 0 0 4
0 3 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

𝑈2, 𝑉2 是例 15.1 的𝑈和𝑉的前2列, Σ2是Σ的前2行前2列。 𝐴2与𝐴比较, 𝐴的元素1和2在𝐴2中均变成 0 

紧奇异值分解与截断奇异值分解



理解奇异值分解：几何角度

线性变换分解为连续的基础变换
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从线性变换的角度理解奇异值分解

➢𝑚 × 𝑛矩阵𝐴表示𝑅𝑛到𝑅𝑚的一个线性变换

➢𝑇:  𝑥 → 𝐴 𝑥，𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝐴𝑥 ∈ 𝑅𝑚

➢线性变换𝑇分解为三个简单的变换

➢坐标系的旋转或反射变换𝑉T

➢V的列向量𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛构成𝑅𝑛的一组标准正交基，表示旋转或反射变换

➢坐标轴的缩放变换Σ

➢Σ的对角元素σ1, ⋯ , σ𝑛 非负实数，𝑅𝑚中原始正交坐标系的缩放变换

➢坐标系的旋转或反射变换U

➢U的列向量𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑚构成𝑅𝑚一组标准正交基，表示旋转或反射变换

➢奇异值定理保证这种分解一定存在

几何解释
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几何解释

➢任意一个向量𝑥 ∈ 𝑅𝑛，经过基于𝐴 = 𝑈Σ𝑉T的线性变换，等价于

➢经过坐标系的旋转或反射变换𝑉T

➢坐标轴的缩放变换Σ

➢以及坐标系的旋转或反射变换U

➢得到向量𝐴𝑥 ∈ 𝑅𝑚

几何解释
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主要性质

1) 设矩阵A的奇异值分解为𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇，则一下关系成立：

𝐴T𝐴 = 𝑈Σ𝑉T T
𝑈𝛴𝑉T = 𝑉ΣT𝑈T𝑈Σ𝑉T = 𝑉 ΣTΣ 𝑉T

𝐴𝐴T = 𝑈Σ𝑉T 𝑈Σ𝑉T T
= 𝑈 ΣΣT 𝑈T

矩阵𝐴T𝐴和𝐴𝐴T的特征分解存在，且可以由矩阵𝐴的奇异值分解的矩阵表示

𝑉的列向量是𝐴T𝐴的特征向量

𝑈的列向量是𝐴𝐴T的特征向量

𝛴的奇异值是𝐴T𝐴和𝐴𝐴T的特征值的平方根。

主要性质
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主要性质

2) 在矩阵𝐴的奇异值分解中，奇异值、左奇异向量和右奇异向量之间存在对应关系

由𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇易知𝐴𝑉 = 𝑈Σ，比较这一等式两端的第j列，得到

𝐴𝑣𝑗 = 𝜎𝑗𝑢𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛

矩阵𝐴的右奇异向量和奇异值、 左奇异向量的关系

类似地，由𝐴T𝑈 = 𝑉ΣT

得到

𝐴T𝑢𝑗 = 𝜎𝑗𝑣𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛

𝐴T𝑢𝑗 = 0, 𝑗 = 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, ⋯ , 𝑚
        

矩阵A的左奇异向量和奇异值、右奇异向量的关系。

主要性质
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主要性质

3) 矩阵𝐴的奇异值分解中，奇异值σ1, σ2, ⋯ , σn唯一，而矩阵U和V不唯一。

零空间的基不唯一

4) 矩阵𝐴和𝛴的秩相等，等于正奇异值σi的个数r(包含重复的奇异值)

5) 矩阵𝐴的r个右奇异向量𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑟构成𝐴T的值域𝑅 𝐴T 的一组标准正交基

因为矩阵𝐴T是从𝐑𝑚映射到𝐑𝑛的线性变换，则𝐴T的值域𝑅 𝐴T 和AT的列空间是相同的，

𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑟是𝐴T的一组标准正交基，因而也是𝑅 𝐴T 的一组标准正交基。

矩阵𝐴的𝑛 − 𝑟个右奇异向量𝑣𝑟+1, 𝑣𝑟+2, ⋯ , 𝑣𝑛构成𝐴的零空间𝑁 𝐴  的一组 标准正交基。

矩阵𝐴的𝑟个左奇异向量𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑟构成值域𝑅 𝐴 的一组标准正交基。

矩阵𝐴的𝑚 − 𝑟个左奇异向量𝑢𝑟+1, 𝑢𝑟+2, ⋯ , 𝑢𝑚构成𝐴T的零空间𝑁 𝐴T  的 一组标准正交基

主要性质



2 奇异值分解的计算
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奇异值分解的计算

➢矩阵𝐴的奇异值分解可以通过求对称矩阵𝐴T𝐴的特征值和特征向量得到。

➢𝐴T𝐴的特征向量构成正交矩阵𝑉的列

➢𝐴T𝐴的特征值λ𝑗的平方根为奇异值σ𝑖，即σ𝑗 = λ𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛

➢对其由大到小排列作为对角线元素，构成对角矩阵𝛴

➢求正奇异值对应的左奇异向量，再求扩充的𝐴T的标准正交基，构成正交矩阵𝑈的列

➢从而得到𝐴的奇异值分解𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇

奇异值分解的计算
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奇异值分解的计算

1) 求𝐴T𝐴的特征值和特征向量， 𝐴T𝐴的特征向量构成正交矩阵𝑉的列

计算对称矩阵𝑊 = 𝐴T𝐴，求解特征方程 𝑊 − λ𝐼 𝑥 = 0

得到特征值λi，并将特征值由大到小排列：λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λ𝑛 ≥ 0

将特征值λi 代入特征方程求得对应的特征向量

2) 求n阶正交矩阵𝑉 

将特征向量单位化，得到单位特征向量𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 ，构成𝑛阶正交矩阵V：𝑉 = 𝑣1 𝑣2 . . . 𝑣𝑛  

 3)求� × n对角矩阵Σ

计算𝐴的奇异值σ𝑗 = λ𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛，构造 � × n矩形对角矩阵Σ：𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 σ1, σ2, ⋯ , σ𝑛

4) 求�阶正交矩阵U

对𝐴的前r个正奇异值，令𝑢𝑗 =
1

𝜎𝑗
𝐴𝑣𝑗, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑟，得到𝑈1 = 𝑢1 𝑢2  ⋯ 𝑢𝑟

求𝐴T的零空间【 𝐴T𝑋 = 0 的解】的一组标准正交基 𝑢𝑟+1, ⋯ , 𝑢𝑚  ，令𝑈2 = 𝑢𝑟+1 ⋯ 𝑢𝑚 ，令𝑈 = 𝑈1 𝑈2

5)得到奇异值分解𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇

奇异值分解的计算



3 奇异值分解与矩阵近似



矩阵的最优近

矩阵代表信息量，矩阵在给定度量下的近似表达
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弗罗贝尼乌斯范数

奇异值分解也是一种矩阵近似的方法（在弗罗贝尼乌斯范数(Frobenius norm)意义下的近似）

【即，矩阵𝐴经过奇异值分解-截断近似-变换回原空间得矩阵𝑋， 𝐴和𝑋的弗罗贝尼乌斯范数接近】

【此时的矩阵不再只是看作是变换，也可以代表数据本身】

矩阵的弗罗贝尼乌斯范数是向量的𝐿2范数的直接推广，对应着机器学习中的平方损失函数

定义𝟏𝟓. 𝟒 (弗罗贝尼乌斯范数) 矩阵𝐴 ∈ 𝐑𝑚×𝑛 , 𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
, 定义矩阵𝐴的弗罗贝尼乌斯范数为

∥ 𝐴 ∥𝐹= ෍
𝑖=1

𝑚

෍
𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗
2

1
2

引理𝟏𝟓. 𝟏 设矩阵 𝐴 ∈ 𝐑𝑚×𝑛 , 𝐴 的奇异值分解为 𝑈Σ𝑉T, 其中 Σ = diag൫𝜎1, )𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑛 , 则

∥ 𝐴 ∥𝐹= 𝜎1
2 + 𝜎2

2 + ⋯ + 𝜎𝑛
2

1
2

弗罗贝尼乌斯范数奇异值分解与矩阵近似
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弗罗贝尼乌斯范数

设矩阵𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝐴的奇异值分解为𝑈𝛴𝑉𝑇, 其中Σ = diag(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛)，则

|𝐴|𝐹 = σ1
2 + σ2

2 + ⋯ + σ𝑛
2

1
2

【定理15.2 】设矩阵𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 矩阵的秩𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟, 并设M 为𝑅𝑚×𝑛 中所有秩不超过𝑘 的矩阵

集合，0 < 𝑘 < 𝑟, 则存在一个秩为𝑘 的矩阵𝑋 ∈ ℳ, 使得

|𝐴 − 𝑋|𝐹 = �in
𝑆∈ℳ

|𝐴 − 𝑆|𝐹

称矩阵𝑋 为矩阵𝐴 在弗罗贝尼乌斯范数意义下的最优近似。

矩阵的最优近似
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定理15.3

【定理15.3】设矩阵𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 矩阵的秩𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟, 𝐴的奇异值分解为𝑈𝛴𝑉𝑇,并设M 为𝑅𝑚×𝑛 中

所有秩不超过𝑘 的矩阵集合，0 < 𝑘 < 𝑟, 若秩为𝑘 的矩阵𝑋 ∈ ℳ满足|𝐴 − 𝑋|𝐹 = �in
𝑆∈ℳ

|𝐴 − 𝑆|𝐹，则

|𝐴 − 𝑋|𝐹 = σ𝑘+1
2 + σ𝑘+2

2 + ⋯ + σ𝑛
2

1
2

特别地，若𝐴′ = 𝑈Σ′𝑉𝑇, 其中

Σ′ =

𝜎1

𝜎k

⋱
0

=
Σk 0
0 0

则

|A − A′ |F = σk+1
2 + σk+2

2 + ⋯ + σn
2

1
2 = �in

S∈ℳ
|A − S|F

矩阵的最优近似
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矩阵的最优近似

➢在秩不超过𝑘的𝑚 × 𝑛矩阵的集合中，存在矩阵𝐴的弗罗贝尼乌斯范数意义下的最优

近似矩阵𝑋， 𝐴′ = 𝑈Σ′𝑉𝑇是达到最优值的一个矩阵

➢紧奇异值分解是在弗罗贝尼乌斯范数意义下的无损压缩

➢截断奇异值分解是有损压缩

➢截断奇异值分解得到的矩阵的秩为𝑘 ，通常远小于原始矩阵的秩𝑟，所以是由低秩矩

阵实现了对原始矩阵的压缩

矩阵的最优近似



矩阵的外积展开式

矩阵看成变换，矩阵由一系列外积形式的变化组合而成
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矩阵的外积展开式

矩阵A的奇异值分解𝐴 = 𝑈𝛴𝑉𝑇也可以由外积形式表示

若将𝐴的奇异值分解看成矩阵𝑈𝛴和𝑉𝑇的乘积，将𝑈𝛴按列向量分块，将𝑉𝑇按行向量分块，即得

𝑈Σ = 𝜎1𝑢1 𝜎2𝑢2 ⋯ 𝜎𝑛𝑢𝑛 ，𝑉T =

𝑣1
T

𝑣2
T

⋮
𝑣𝑛

T

则【直观上，每一个𝐴𝑖,𝑗都是𝑈Σ 第𝑖行和𝑉T第𝑗列内积而来，即为下式的𝑖, 𝑗的值】

𝐴 = 𝜎1𝑢1𝑣1
T + 𝜎2𝑢2𝑣2

T + ⋯ + 𝜎𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛
T

其中𝑢𝑖𝑣𝑗
T是矩阵，𝑢𝑖𝑣𝑗

T =

𝑢1𝑖

𝑢2𝑖

⋮
𝑢𝑚𝑖

𝑢1𝑗 𝑣2𝑗 ⋯ 𝑣𝑛𝑗 =

𝑢1𝑖𝑣1𝑗 𝑢1𝑖𝑣2𝑗 ⋯ 𝑢1𝑖𝑣𝑛𝑗

𝑢2𝑖𝑣1𝑗 𝑢2𝑖𝑣2𝑗 ⋯ 𝑢2𝑖𝑣𝑛𝑗

⋮ ⋮ ⋮
𝑢𝑚𝑖𝑣1𝑗 𝑢𝑚𝑖𝑣2𝑗 ⋯ 𝑢𝑚𝑖𝑣𝑛𝑗

A的外积展开式也可写为 𝐴 = σ𝑘=1
𝑛 𝐴𝑘 = σ𝑘=1

𝑛 σ𝑘𝑢𝑘𝑣𝑘
T，为矩阵的有序加权  

矩阵的外积展开式
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矩阵的外积展开式

由矩阵𝐴的外积展开式知，若𝐴的秩为𝑛 ，则

𝐴 = σ1𝑢1𝑣1
T + σ2𝑢2𝑣2

T + ⋯ + σ𝑛𝑢𝑛𝑣𝑛
T

设矩阵

𝐴𝑘 = σ1𝑢1𝑣1
T + σ2𝑢2𝑣2

T + ⋯ + σ𝑘𝑢𝑘𝑣𝑘
T

则𝐴𝑘的秩为𝑘 ，并且𝐴𝑘是秩为𝑘矩阵在弗罗贝尼乌斯范数意义𝐴的最优近似矩阵，矩阵𝐴𝑘就是𝐴的

截断奇异值分解

由于通常奇异值σi递减很快，所以𝑘取很小值时， 𝐴𝑘也可以对𝐴有很好的近似。

矩阵的外积展开式
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